A LETRAPROBLEMA
frta: Hajdu Endre

Egy | hossztisagu 1étra tamaszkodik a padléra és egy a,b méretii butordarabhoz;
kérdés: milyen magassagban érintheti a 1étra szabad végpontja a butor mogotti
falat? (1. 4bra).

J
AN

ZN A
A/

1. dbra

Ha a létrat — melyet a kdvetkezdkben csak radként emlitiink — igy mozgatjuk,
hogy az A végpontja a padlon marad, mikdzben a rid tovabbra is a P ponttal
érintkezik, akkor a B végpont egy konchoid gorbe [1] ivdarabjat irja le. A konc-
hoidra vonatkozo6 ismeretek megtalalhatok a vilaghalon, itt csak a problémank
szempontjabol 1ényeges tényeket foglaljuk 6ssze: a gorbe egyik agat ugy kapjuk,
ha egy félegyenes A kezdOpontja valamely e egyenesen mozog, mikdzben a fél-
egyenes egy rogzitett P pontra timaszkodik, s a mozg6 félegyenes B pontja a
gorbét irja le (2. abra). Ha az AB tavolsag nagyobb, mint P-nek az e egyenestdl
mért tavolsaga, akkor a leirt palyagorbe hurkot tartalmaz.




A palyagorbe tetszOleges pontjahoz tartozoé érintd kinematikai alapon megszer-
keszthetd: az AB szakasz pillanatnyi forgascentruma, vagyis sebességpolusa, a
két pont sebességvektorainak allasa ismeretében eldallithato; az A ponté azonos
az e egyenesével, a félegyenesnek a P ponttal egybeesd pontjahoz tartozé
sebesség meg azonos allasu a félegyenesével. Az emlitett pontokban a megfeleld
egyenesekre allitott merbélegesek kdzos C pontja a pillanatnyi sebességpolus. A
B pont sebességvektoranak allasa, mely azonos a B-beli érintéével, merdleges a
CB szakaszra.

Visszatérve eredeti problémankra, megallapithato, hogy kiilonb6zé AB =1 rud-
hosszak esetén a B rudvégpont altal leirt ivet, azaz konchoid-darabot nem érinti
a fal egyenese, ha | < I, ahol az utobbi a fal egyenesét éppen érintd palyagor-
béhez tartozo6 radhossz (3. abra). A legkisebb radhossznal nagyobb | esetén két
pontban metszi a palyagorbe a fal egyeneseét, melyek koziil az F, -vel jeldlt felsd
a keresett, h magassagu pont.

3. abra

A legkisebb rudhosszt is kinematikai meggondolas alapjan allapitjuk meg. A 4.
abrabol, mely a sebességviszonyokat szemlélteti, kitlinik, hogy a minimalis
hosszasagt rud B végpontja még fel/le mozdulhat, vagyis az A pont sebessége
bal vagy jobb irdnyba mutathat. Mindkét lehetdség esetén a rid sebességpolusa
a C pont, s a radnak a P ponttal egybeesd pontja a CP egyenesre merdleges
iranyba mozdul el, vagyis a sebességpdlusnak a rudra vonatkozo talppontja P.
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Megjegyezziik, hogy a vilaghalon elérhetd képlet [2] a legrovidebb radhosszra

(a fenti jelolésekkel)

tge = i/g’ azaz ¢ =arctg3 b . A legkisebb ridhossz |, =
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I, =\/(b+a3b3)2 +(a+ash?)?.
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A 4. abrarol leolvashat6, hogy az |, hossziusagu rid mozgasa soran miképpen
valtozik a sebességpolus helyzete; egy P tengelypontu, az e egyenesre merdle-
ges tengelyli parabolanak egy ivdarabjat irja le. A rud kiilonleges helyzetében,
mikor végpontja eléri a falat, a sebességpolus a parabola és az O kozéppont, |
sugard negyedkor metszéspontjaba jut. Ugyanis az utobbi gérbe éppen egy
végpontjaival a padlora €s a falra tdimaszkodo, fliggbleges sikban lecsuszo, |,
hosszusagu rud allo polusgorbéje, s a lecstiszo rud helyzete egy pillanatra
azonos az AF helyzettel. Az F pont a ¢ sz0g ismeretében szamitassal vagy
szerkesztéssel egyarant kijeldlhetd, mert PF = —co(: . Més a helyzet, ha a rad

®
hosszabb a minimalis értéknél; akkor a B ridvégpont palyaja kétszer metszi a
fal egyenesét (5. dbra). A fels6 F, metszéspont keresett magassaga csak
szamitassal hatarozhaté meg. Egy lehetséges megoldas a kovetkezd: a PF,=r

sinqui, ezert
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r= ﬁ.Négyzetre emelés €s atrendezés révén a kovetkezd negyedrendii
(I-r)°-b

tavolsagot hatarozzuk meg.r =



egyenletet kapjuk: r* —21r® + (1> —a® —b*)r? +2a’lr —a®l* =0. A P pont koré irt r
sugaru koriv a fal egyenesét az F, pontban metszi, melynek ismeretében a
keresett h magassag kiszamitasa mar egyszerd.

5. abra

Az imént targyalt esetben, vagyis mikor a rud hossza nagyobb, mint a minima-
lis hossz, akkor a fal felé mozgo rad az iitkdzés pillanataig (vagyis amig also
végpontja Ag- bol Aj-be jut) sebességpolusa az alld polusgorbének CoC; para-
bolaivét futja be (a Cy pont az abran nem lathato). Az litk6zés utan a B végpont
sebessége fliggbleges lesz, mindaddig, mig el nem éri az F, pontot. Ez alatt a rad
sebbességpolusa a C:C.korivet irja le, a rad nem tamaszkodik a P pontra. Az F,
pont elérése utdn a rud ismét P re tdmaszkodik, sebességpolusa a C,P
parabolaivet irja le.



VALTOZATOK A LETRAPROBLEMARA

Ha a téma ismertetésében emlitett ,,butordarab” valamely ,,vizszintes” tengelyii
henger, vagyis — attérve geometriai megfogalmazasra — a rudat tamaszt6 elem
nem pont, hanem egy korlemez, akkor az eredeti probléma valtozataihoz jutunk.

A. A korlemez kozéppontja az e, f egyenesek kozos O pontja (6. abra). Ez eset-
ben a legkisebb radhossz, ill. d6lésszog I, = 2R, ¢ =45°.
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0 A 6. abra

Ha a rad hossza nagyobb a minimalisnal, akkor a B végpont sz¢€1s6 helyzetei a
fal egyenesén az abra derékszogli haromszogeinek hasonlosdgai alapjan rovid

szamitassal kijelolhetOk: sing = % = ID négyzetre emelve, rendezve
I“-h
N 2 +4/1* —4R?I?
h* —1?h* +R?1? =0, h? =x jeloléssel x,, = | ! 5 4R :

X, =10,83—>h,= 3,29

Pl.R =3, | =8 esetén .
X, =5316—>h, =7,29

Szerkesztéssel is igen egyszerii a h magassag megallapitasa: R mértani kdzép -
aranyosa a rad azon két darabjanak, melyre a P pont a rudat osztja (6. és 7. abra).

7. abra



B. A masik jellegzetes eset az, ha a kdrlemez érinti a padlo és a fal egyenesét (8.
abra). Ekkor a minimalis radhossz I, = 2R (1++/2) ~ 482R
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Ennél rovidebb rad végpontja nem éri el a fal egyenesét (ha alsé végpontja a
padlon marad), hosszabb rud végpontjanak gorbéje két pontban metszi a fal
egyenesét. A két metsz€spont magassaga a 8. abrabol érthetd egyenlet alapjan

szamithat6: V1> —h* —R+h-R =1, rendezve és négyzetre emelve az alabbi
masodfoku egyenlet adodik: h? — (1 +2R)h+2R(R+1)=0, innen

| +2R+4/I? —4R(1 +R)
h, = .

2

Pl. R=2,5¢és|=13esetén h;=7,13 és h,=10,88 az eredmény. Ha szerkesz-
téssel kivanjuk meghatarozni a magassagi adatokat, akkor az =13 hosszusaga
szakasz felvétele utan (9. dbra) a korlemez kozéppontja a szakasz egyenesétdl R
tavolsagra lévo parhuzamoson lesz. Kijelolése végett vegyiik észre, hogy a 8.
abra ABC haromszogének y szoge 135°, ezért a 9. dbra megfeleld haromszogé-
nek kortilirt kor-kozéppontjat gy kapjuk, ha az AB szakasz kdzéppontjatol
felmérjiik a szakaszra merdlegesen az 1/2 tavolsagot s az igy kapott pont koré irt
kor kimetszi a beirt R sugara kor C kozéppontjat. A beirt korhoz az A,B
pontokbol huzott érinték megfeleld szakaszhosszai a keresett h; és h;
tavolsagok.



9. abra

Forrasok:
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